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1. INTRODUÇÃO 
 

Este trabalho apresenta uma solução analítica para a equação de 
advecção-difusão-deposição bidimensional, considerando a deposição seca no 
solo. A resolução analítica do problema será com o uso das técnicas da 
Transformada de Laplace e GILTT (Generalized Integral Laplace Transform 
Technique). Esta solução é utilizada para simular a dispersão de poluentes na 
baixa atmosfera e, não tem nenhuma limitação quanto ao coeficiente de difusão 
turbulenta e perfil de vento dependentes da altura. Para a obtenção dos campos 
de concentração, são utilizados os dados do experimento difusivo realizado em 
Hanford (1983). Resultados numéricos e comparações estatísticas com dados da 
literatura são apresentados. 
 

2. RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ADVECÇÃO- DIFUSÃO- DEPOSIÇÃO 
 

Neste trabalho consideramos a equação de advecção-difusão-deposição 
bidimensional transiente com deposição seca no solo, válida para qualquer 
coeficiente de difusão turbulenta e perfil de vento variável com a altura, escrita na 
seguinte forma: 
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onde x é a direção do vento médio, c é a concentração integrada em y (g/m2), u é 
o vento médio, Kz é o coeficiente de difusão turbulento dependente da altura z. A 
Eq. (1) está as seguintes condições de contorno, de fonte e inicial: 
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onde Vd é a velocidade de deposição no nível do solo, Q é a taxa de emissão do 
poluente, Hs é a altura da fonte, δ é a função delta de Dirac, z0 é a rugosidade do 
terreno e h é a altura da camada limite atmosférica (CLP). 



 

O problema proposto foi resolvido com o uso da técnica GILTT (Moreira et 
al., 2009). A concentração do poluente é expandida em função de uma base de 
autofunções, advinda de um problema de Sturm-Liouville, na seguinte forma: 
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onde       é a autofunção                   e  λn é o autovalor obtido ao se 

resolver a equação transcendental                        . Uma vez 
encontrados os valores de Cn(x,r) o problema estará solucionado. 

Substituindo a equação (2) no problema original, aplicando o operador 

integral ∫       
 

 
 onde ψm é uma função ortogonal à ψn, a equação resultante 

reescrita em notação matricial é dada por: 
 

                      (3) 
 

A matriz Y é da mesma ordem que o numero de termos do truncamento do 
somatório, com n linhas e m colunas e seus termos são os termos do somatório 
de C. A matriz Y’, também de ordem N, contém os termos que multiplicam a 

derivada de C em x. A matriz F é dada por       , onde os termos de A e B são 
definidos como:  
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Para a condição de fonte a solução é análoga, ou seja, aplicando o 

mesmo procedimento anterior obtemos        
 

 
        

   .    

  O problema transformado (3) é resolvido aplicando a transformada de 

Laplace na variável x, onde       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   {          }: 
 

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅             (4) 
 

Assumindo que a matriz F é não degenerada podemos escrever   
       , onde Dav é a matriz diagonal dos autovalores, X é a matriz dos 
autovetores e X-1 a sua inversa. Substituindo em (4) obtemos: 
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Aplicando a transformada inversa de Laplace em x encontramos a solução 

do problema transformado dada por: 
 

                            (6) 
 

Finalmente, aplicando a transformada inversa de Laplace no tempo 
teremos a solução do problema transiente totalmente determinada. Esta é obtida 
numericamente pelo método de inversão numérica da quadratura Gaussiana: 
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onde Ak e Pk são os pesos e raízes da quadratura. 
 
 



 

 
3. PARAMETRIZAÇÃO DA TURBULÊNCIA 

 
De modo a podermos utilizar a solução obtida, é necessário selecionar o 

perfil de vento e o coeficiente de difusão vertical. Em problemas de difusão 
atmosférica, a escolha de uma parametrização turbulenta representa uma decisão 
fundamental para modelar a dispersão de poluentes. A partir de um ponto de vista 
físico, uma parametrização da turbulência é uma aproximação da natureza no 
sentido que os modelos matemáticos recebem uma relação aproximada que 
substitui um termo desconhecido. A confiabilidade de cada modelo depende 
fortemente da maneira como os parâmetros são calculados e relacionados ao 
entendimento da CLA (Mangia et al., 2002).  

O coeficiente de difusão turbulenta usado neste trabalho é dado por 
Degrazia et. al. (2000): 
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onde u* é a velocidade de fricção e L é o comprimento de Monin-Obukhov. 

O perfil de vento utilizado é descrito pela lei de potencia expressa 
conforme Panofsky e Dutton (1984): 
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na qual u e u1 são as velocidades médias horizontais do vento nas alturas z e z1 e 

o expoente   está relacionado com a intensidade da turbulência (Irwin, 1979). 
 

4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

De modo a apresentar um exemplo de aplicação da solução obtida o 
conjunto de dados do experimento difusivo de Hanford. O experimento difusivo de 
Hanford foi conduzido de maio a junho de 1983, em uma região semi-árida do 
leste do estado de Washington, EUA. Foi um experimento de fonte baixa 
conduzido durante condições estáveis e quase neutras em um terreno geralmente 
plano com rugosidade de 3 cm. A descrição detalhada do experimento é fornecida 
por Doran et al. (1984).  

Na figura 1 é apresentado o gráfico de espalhamento entre os dados 
medidos experimentalmente e os preditos pela GILTT ao nível do solo para os 
diferentes perfis de vento. O modelo foi avaliado com a razão Cd/Cnd, onde Cd e 
Cnd são as concentrações do ZnS e SF6 medidas a 1,5m acima do solo (índice d 
significa deposita e índice nd significa não-deposita). Podemos observar uma boa 
concordância entre os resultados obtidos pela GILTT e os dados experimentais. 

 
5. CONCLUSÕES 

 
O objetivo do nosso trabalho foi atingido, uma vez que a solução para a 

equação de advecção-difusão-deposição transiente bidimensional foi 
apresentada. Como um exemplo de aplicação a solução obtida foi utilizada para 
simular a dispersão de Hexafluoreto de enxofre emitido nos experimentos de 
Hanford, Washington, USA. Os resultados mostram uma boa concordância entre 



 

as concentrações previstas e o conjunto de dados observados. O próximo passo 
é fazer uso de parametrizações para as velocidades de deposição. 
 

 
Figura 1: Diagrama de espalhamento dos dados preditos (  ) pela GILTT em 

comparação com os dados observados (  ) experimentalmente. Dados entre as 

linhas cheias estão dentro do fator de dois (    
  

  
  ). 
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