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1. INTRODUGAO

Fungbes de agregacao rn-arias (FA) sdo operadores importantes na
construcao de sistemas de inferéncia fuzzy, frequentemente usados na geracao de
novas classes de conectivos fuzzy, as quais sao aplicadas em diferentes areas do
raciocinio aproximado como o processamento de imagem, mineracido de dados,
reconhecimento de padrdes, equagdes relacionais fuzzy e morfologia fuzzy, veja
BELIAKOV et al. (2010), BELIAKOV et al (2012) e BUSTINCE et al. (2010).
Entretanto, a preservacao de propriedades como a associatividade, simetria e
monotonicidade ndo é uma tarefa simples quando se consideram agregadores n-
-arios, sendo necessario considerar outras generalizagdes, como o principio da
troca, a associatividade generalizada e a distributividade.

Em REISER et al. (2013), foram investigadas as condigdes que garantem que
a classe de t-sub(co)normas €& preservada pela acdo de agregadores, e por
conseguinte, foram investigadas as classes de S-(sub)implicacbes e construgcdes
duais, neste contexto agregadas pela média aritmética. Com base nos resultados
obtidos, este trabalho considera o agregador mediana, o qual é aplicado as familias
de t-(sub)conormas, t-(sub)normas e negacgdes fuzzy, obtendo-se novas fungdes na
classe das QL-(sub)implicagbes que também preservam suas principais
propriedades e constru¢cdes duais. As subclasses das t-normas produto e das
somas probabilistica provém exemplos interessantes.

2. METODOLOGIA

Conceitos e propriedades de conectivos fuzzy sdo reportados, sendo o
intervalo unitario indicado por U = /0,1].

Uma negacgao fuzzy N : U —> U satisfaz as seguintes propriedades:
N1: N©) =1eN(1) = 0; N2 : Se x >y entdo N(x) < N(y), para todo x, y [JU.
Adicionalmente, negagdes fuzzy fortes que satisfazem a propriedade involutiva:
N3: N(N(x) ) = x, para todo x [/ U.

Uma fungao 7 : U7 —>U é um subimplicador fuzzy se satisfaz as condigdes:
10: 7(1,1) =1(0,1) = 1(0,0)=I;
Quando um subimplicador 7 :U? —>U também satisfaz a condigédo de contorno:
M:7(1,0)=0;
| € chamado de implicador fuzzy. E quando um (sub)implicador satisfaz:
12: Se x <z entdo I (x,y) > (z,y) (antitonicidade no primeiro argumento);
13: Se y <z entdo I (x,y) <I (x,z) (isotonicidade no segundo argumento);
14: 1 (0,y) = 1; I é denominado (sub)implicagao fuzzy, veja mais detalhadamente em
CORNELIS e DESCHRIJVER (2004). Ainda, uma outra propriedade a ser
considerado no contexto deste trabalho é a do principio da troca.
I15:1(x, I(y,z)) =1(y, I(x, z) ), paratodo x, y, z [JU.

2.1 Fungoes de Agregacao

*Este trabalho é financiado pelas agéncias de fomento: CAPES e FAPERGS.



Em BUSTINCE et al. (2010), uma funcdo de agregacao n-aria A:U'—>U
satisfaz:
A1: A4(0,0, ...,0) =0e A(L1, ... 1) = 1 (condi¢cdes de contorno);
A2: Se (xi,x2 ... ,xy) = (ViyYa ... ) entdo A(xnxy, ... x,) = AGnyn ... V)
(monotonicidade);
A3: A(xx, ... ,x)=x, para todo x OU (idempoténcia);
A4: Se x| _, é uma sequencia convergente entdo, para todo x .., x, O U,
lim, , A(eixs, ... x,) =A(im, o x,x,, ..., x,) (continuidade);
A5: Paratodo k[0]0, © [e a [1]0, « [ tal que a“x;, d*x,, ..., d*x, O U, tem-se que
A(d*x;, Ox,, ..., OFx,) = O A(x1, x2, ..., x,) (k-homogeneity);
A6: A(F(x,y), F(x,y3), ... ,F(x,y,)) = F(x,A(y1, 2 ..., ¥»)), paratodox, y,, ..., y, 0 U e toda
funcdo F: U7 —> U. (distributividade de 4 em relagdo a F).

Proposi¢ao 1. Seja 0 uma funcédo de permutacdo. Para todo x, x5, ..., x, J U", a
funcdo de agregagao mediana, indicada por M :U"—>U e dada pelas expressdes
(i) M(x,xy, ..., x,) =, se n é inteiro, impar e positivo;

1

(X, (2 X (241)) , CASO cONtrério; (1)

(i) M(x1,xs, ..., x0) = >

verifica as propriedades A3, A4 e AS5.
2.3 Sub(co)normas Triangulares

Em KLEMENT et al. (2000), uma t-sub(co)norma € uma (FA) indicada por
(S)T : U'—>U tal que, T(x,y) <min(x,y) (S(x,y) > max(x,y)) para x,y [J U e verifica:

T1: T(x,y)=T(y.x); $1: S(x,y)=S(y,x) (comutatividade);

T2: T(x, T(y,2))=T(T(x,y),2), S2: S(x,5(y,z))=S(S(x,y),z) (associatividade);
T3: T(x,z) <T(y,2), sex <y; S3: S(x,z) <S(y,2), if x <y (monotonicidade).
Uma t-(co)norma € uma t-sub(co)norma que também satisfaz a condigéo:

T4: T(x, 1) =x; S4: S(x,0)=x (elemento neutro).

Proposicao 2. Parai>1exy [JU, T:(S) - U —> U dada pela expressao

Tlxy|= 1

T |Xy
I

S,(x,yJZI—l.(l—x—erxy) . (2)
l

€ uma t-sub(co)norma que néao é t-(co)norma.
A fungado Iy (x,y):U’—>U é denominada QL-implicagdo se existe uma t-(sub)conorma S,
uma t-(sub)norma T e uma negacao fuzzy N tal que:

Iou(xy)=S(N(x), T(x.), para xy 0 U. (3)
Denotamos Iy, (J) por Isry.

Proposigdo 3. A funcdo J(x,y):U"—>U, J,x,y=1—1—_[x—x2y] é uma QL-

implicagao.
Proposigao 4. O operador J; da Proposicao 3 verifica Ik  para k [7{0,3,4}.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
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Esta sessao apresenta os resultados obtidos com agregacédo de t-
(co)normas e de implicagbes, considerando conceitos e preservagédo de
propriedades algébricas.

3.1 Agregacao de Conectivos Fuzzy

Considere A4: U" —> U uma funcgdo de agregacéo e C(F,) = {F;: U° —> U}
(classe de fungdes F), com i[7{1,2,..., n},como uma familia de fung¢des binarias para
o que segue.Em REISER et al. (2013), Prop. 5.1, se A: U"'—> U é uma FA, um (4,
J)-operador indicado por JF,: U —>U, é definido pela composi¢ao

FalXa, ooy %) = ACF1(Xty «ovy X, F2(Xay oovy X, ooey Fn (X, vy X4) ). (4)

Seja A: U" —> U uma fungdo de agregacgdo e (C(S)) C(T) = { (S) T;: U’ —> U) },
com [ {12, ..., n}, uma familia de t-sub(co)normas. Entdo (S,) 7, é uma t-
sub(co)norma sempre que (S,) T; verifica A6 e a associatividade generalizada,
significando que para todo i, j tal que 0 <i,j >n e x, y, z J U, temos:

S(Xx§(¥.2)=S(Sxy),2)eTi(xT¥2)=T(T(xy,z). (5)

Proposigcdo 5. Sejam C(T) e (C(S) familias de t-subnormas e t-subconormas
descritas na Proposigao 2. Para todo i, j > I/, cada par T;, T; [J C(T) e S;, S; [J C(S)
verifica a respectiva expressao na Eq.(5).

Proposicdo 6. Sejam C(7) e C(S) as correspondentes familias
1 . ‘ 1, ‘
CT)={ T)xI=2x :izl}e C(S) ={S;[x|=l=—ll—x=yptwyl-i=1}  (6)
Os operadores C(S)y, C(T)w : U’ —> U estdo bem definidos se a mediana verifica
A6.

Corolario 1. O operador (C(S)x) C(T)u € uma t-sub(co)norma.

Proposigcao 7. (REISER et al. 2013, Prop. 5.5) Seja 4 : U" —> U uma funcgao de
agregacéoe C(l) = { I,: U'—> U }, para i 0{1,2, ..., n}, uma familia de implicagbes
fuzzy. C(I), verifica 15 quando a agregacado M verifica A6 e cada par /;, [; O F
verifica o principio da troca generalizado:

LIix, [;(y,z)=1(y Ii(xz) paratodox, y,z JUe0<i,j>n. (7)
3.2 Agregacao de Fuzzy QL-implicagdes

Esta subsecao introduz a classe advinda da agregacgao de QL-implicagées
obtidaspor t-subnormas, t-subconormas e a negagéao padréao.

Teorema 1. Seja M : U' —> U o agregador mediana e C(J;) a familia de todas as
subimplicagdes Ji, C(J)w verifica 10, I3 e 14.

Corolario 2. Seja M : U" —> U o agregador mediana e C(J)) = {J; : U*—> U }, para
: T () 1 ‘
i [J{1,2, ..., n}, uma familia de subimplicagbes dada por J[{x,y)=l—7tx—xy} .
Entdo C(J)» € uma QL-implicagao por:
C(JI)C(S,)M,C(T,)“,NS:C(SI)M(NS: C(Ti)M(x’ J/)) . (8)

Portanto, a classe das QL-subimplicagées é preservada pelo agregador mediana.
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3. CONCLUSAO

Como principal contribuicdo, este trabalho introduz a classe C(J) de QL-
subimplicagdes, a qual € obtida pela aplicagdo da mediana sobre C(T,) e C(S)), as
correspondentes familias de t-subnormas e t-subconormas 7i(S) e a negagao
padrdo Ns. Os resultados mostram que ambas construgbes sé&o equivalentes: (i)
agregar todas as t-sub(co)normas TS, e gerar C(S) e C(T), as quais pela
composi¢cao com a negagao definem a classe C(J) de J; QL-subimplicacbes; (ii)
obter uma QL-subimplicagdo J; expressa como uma composi¢cdo de uma T7y(S) t-
sub(co)norma e uma negacgao fuzzy e entdo, agregar todas as QL-subimplicagdes
pelo operador mediana. Por conseguinte, uma nova classe de QL-subimplicacdes é
obtida, coincidindo com a classe C(J)». Resultados analogos em REISER et al.
(2013) e BACZYNSKI et al. (2008) sao descritos para (S,N)-implicagbes e R-
implicacbes geradas pela agregacao de t-sub(co)normas e negagdes fuzzy. Os
principais resultados deste trabalho estdo na Figura 1, a qual mostra que o
operador mediana (M) preserva a classe das QL-subimplicacées.

c Eq.(4)
(N)XC(T)XCS)XA—CIN)XC(T)axC(S)a

Eqs.(3) Eq.(3)
Eq.(4)
CDs,.t,.n XA - C(Is, 1,.n)A

Figura 1 Diagrama comutativo entre classes de conectivos fuzzy
Na continuidade, outros operadores de agregac¢ao n-arios serao estudados

para obtencao de outros conectivos fuzzy.
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