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1. INTRODUÇÃO 

A lógica fuzzy possui hoje uma grande aceitação comercial e industrial devido 
à grande possibilidade de modelagem da incerteza em diferentes aplicações. Dentro 
da lógica fuzzy, os estudos de conectivos Xor, e sua construção dual XNor, podem 
ser aplicados em exigentes projetos de processamento de informações, dados e/ou  
imagens, e processos de decisão BUSTINCE et al (2010). Este trabalho considera 
os resultados apresentados em BEDREGAL et al. (2013), mas restringe-se o foco à 
classe de conectivos s-Xor, denotada por EST. Visando agregar classes de 
conectivos s-Xor, que preservem suas principais propriedades, construções dual e 
as relativas implicações fuzzy, introduz-se o conceito de conectivo fuzzy subXor.  

Na lógica fuzzy, as operações de agregação são funções significativas que 
podem fazer a redução de um conjunto de números em uma única representação 
computacional.  Estas operações são estudadas, por exemplo (PRADERA, 2013), 
no processamento de imagens para tomada de decisão ou de reconhecimento de 
padrões em aprendizagem de máquina. Neste artigo, classes fundamentais de fuzzy 
subXor são representadas através de funções de agregação. Também é introduzido 
um novo operador Ɛ n(A) através da agregação de conectivos s-subXor. 

Usando uma metodologia de agregação para a classe de conectivos fuzzy  s-
subXor baseado na média aritmética, é apresentado um subconjunto de conectivos 

subXor como contribuição principal, de acordo com BEDREGAL, et al. (1999). 
 

2. METODOLOGIA 

 O desenvolvimento deste trabalho considera estudos de propriedades  e as 
definições básicas dos conectivos fuzzy, Para tal, seja U = [0,1] o intervalo unitário. 
 
2.1. Negações Fuzzy 
A negação fuzzy é uma função N:U→U [4] verificando as seguintes propriedades: 

N1: N(0) = 1 e N(1) = 0 ;                          N2: Se x ≥ y então N(x) ≤ N(y), x,y U. 

Uma negações fuzzy é forte se verifica a propriedade involutiva: 

N3: N(N(x)) = x, x,y U. 

Considera-se neste estudo, a negação fuzzy forte de Zadeh, dada por NS(x) = 1-x. 

2.2 Normas e Conormas Triangulares 
A triangular t-(co)norma é uma função binária T(S):U2→U [5], x,y,z U, que 

verifica as seguintes propriedades KLEMENT et al. (2000): 
T1: T(1,x) = x;      S1: S(0,x) = x; 
T2: T(x; y) = T(y; x);     S2: S(x; y) = S(y; x); 
T3: Se x ≤ z então T(x,y) ≤ T(x,z);    S3: Se x ≤ z então S(x,y) ≤ S(x,z); 
T4: T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z).   S4: S(x,S(y,z)) = S(S(x,y),z). 

Consideram-se a t-conorma soma probabilística e a t-norma produto, dadas pelas 
respectivas expressões: TP(x,y)=xy e SP(x,y)=x+y-xy, x,y U, KLEMENT; 
NAVARRA (1999). 



 

 
Dada uma uma negação fuzzy N. A função N-dual de f:Un→U é definida por: 

fN(x1, ... , xn) = N(f(N(x1), ... ,N(xn))), para todo  x1, ... , xn U . (1) 
A t-norma produto TP e a soma probabilística SP são funções mutuamente duais. 

2.4 Função de Agregação 
Em [3], uma agregação n-ária é uma função A: Un→U, verifica para 

todo x = (x1, x2, ... , xn), y = (y1, y2, ... , yn)  Un, as seguintes condições: 
A1: A(0, 0, ... , 0) = 0 e  A(1, 1, ... , 1) = 1; 
A2: Se xi ≤ yi , para todo 0 ≤ i ≤ n, então A(x1, x2, ... , xn) ≤ A(y1, y2, ... , yn); 

A3: A(x1, x2, ... , xn) = A(xs1, xs2, ... , xsn) sendo s: n→  é uma s-permutação; 
Este artigo considera como funções de agregação a média aritmética: 

A : Un→U , A(x1, x2, ... , xn) = 1/n (x1 + x2 + ... + xn)   (2) 

2.5 Classe dos conectivos fuzzy ES,T  e DT,S 
Uma função E(D):U2 U é um fuzzy subXor (subXNor) se, para x,y U: 

E0(i): E(1,1) = E(0,0)=0;    D0(i): D(1,1) = D(0,0)=1; 
E0(ii): E(1,0)=1;     D0(ii): D(0,1)=0; 
E1: E(x,y) = E(y,x);     D1: D(x,y) = D(y,x); 
E2(i): Se x ≤ y então E(0,x) ≤ E(0,y);  D2(i): Se x ≤ y então D(0,x) ≥ D(0,y); 
E2(ii): Se x ≤ y então E(1,x) ≥ E(1,y).  D2(ii): Se x ≤ y então D(1,x) ≤ D(y,1). 

 A função NE : U→U, onde NE(x) = E(1,x), é uma negação fuzzy subjacente ao 
Xor fuzzy E. Adicionalmente, sejam as propriedades extras para um Xor fuzzy E: 
E3: E(x,x) ≠ 1;     E4: E(x,0) = x; 
E5: Se E(x,y) = 1 então (x = 1 e y = 0) ou (x = 0 e y = 1); 
E6: Se E(x,y) = 0 então (x = 1 e y = 1) ou (x = 0 e y = 0); 
E7: NE é uma negação fuzzy forte. 
 

 Sejam T, S e N uma t-norma, uma t-conorm e uma negação fuzzy, 
respectivamente. A função ES,T (DT,S) : U2→U,  é um conectivo Xor (XNor) fuzzy, 
chamado neste artigo como um conectivo s-X(N)or fuzzy, dada por: 

ES,T (x,y) = S(x,y) - T(x,y),       (4) 
DT,S(x,y) = N(N(T(x,y)) - N(S(x,y)), x, y  U .   (5) 

Além disso, em [1], assegura-se que NES,T (x) = ES,T (1,x) = N(x), x  U. 

Proposição 1. Se T = TP, S = SP e N = NS, então ES,T (DT,S) : U2→U é dada por: 
ESP,TP (x,y)  = x + y - 2xy       (6) 
DTP,SP(x,y)  = 1 - x - y + 2xy; x, y U.     (7) 

Na Fig. 1, a representação gráfica das funções ESP,TP  e DTP,SP.  

     

Figura 1. Conectivos s-Xor e s-XNor fuzzy. 
 



 

Proposição 2. ESP,TP satisfaz as propriedades de E3 até E7. 

2.6 Classes de Implicação e-Xor 
O estudo de implicações fuzzy e sua construção dual (coimplicações fuzzy) se 

justifica principalmente por causa de suas potenciais aplicações,  devendo preservar 
as condições verificads pela implicação clássica. (J)I:U2→U satisfaz as condições:  

I0: I(0,0)= I(0,1)=I(1,1)=1 e I(1,0)=0 J0: J(0,0)=J(1,0)=J(1,1)=0 e J(0,1)=1. 

 Propriedades extras de uma implicação estão na sequência. Propriedades 
análogas pode ser aplicadas para o caso dual das coimplicações fuzzy. 
I1: I(1,x) = x;      J1: J(0,x) = x; 
I2: N(x) = I(x,0) é negação fuzzy forte;  J2: N(x) = J(x,1); 
I3: I(0,x) = 1.      J3: J(1,x) = 0. 

Baseado no Xor (Xnor) fuzzy introduzido em [2], uma nova classe de fuzzy 
(co)implicações, as implicaçoes eXor (coimplicações eXNor) é estudada, com base 
na equivalência clássica: α→β ≡ ~α v (~α  Xor  β). 

Sejam T(S), N e E(D)  uma t-(co)norma, uma negação fuzzy e um Xor (XNor) 
fuzzy, respectivamente. A função IS,N,E(JD;T;N ) : U2 → U é uma (co)implicação fuzzy, 
chamada implicação sXor (coimplicação sXNor) fuzzy: 

IE,S,N (x,y) = E(x,S(N(x),N(y)));      (8) 
JD,T,N (x,y) = D(x,T(N(x),N(y))), x,y U.    (9) 

Além disso, NI : U2 → U,  NIE,S,N (x) = IE,S,N (x; 0) é a negação fuzzy subjacente  a IE,S,N. 
Proposição 3. Quando S = SP , N = NS e T = TP , entao: 

IESP,TP ,SP ,NS (x,y) = 1 - x - xy + 2x2y;     (10) 
JDTP ,SP ,TP,NS (x,y) = y - 2x + xy + 2x2

 - 2x2y, x,y  U.  (11) 

Proposição 4. A função IESP,TP ,SP ,NS (JDTP ,SP ,TP,NS) mostrada em Eq(10) e Eq.(11), 
satisfaz as propriedades I1 (J1), I2 (J2) e I3 (J3). 

Proposição 5. IESP,TP ,SP ,NS e JDTP ,SP ,TP,NS são mútuas funções NS dual: 
(IE,S,N )N (x,y) = JEN,SN,N (x,y) = JD,T,N (x,y);     (12) 
(JD,T,N )N (x,y) = IDN,TN,N (x,y) = IE,S,N (x,y), x,y U.   (13) 

Na Fig. 2, a representação gráfica das funções IESP,TP ,SP ,NS e JDTP ,SP ,TP,NS.  

     

Figura 2. s-Xor implicação  e s-XNor coimplicação obtido por ESP,TP e DTP,SP. 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

3.1. Agregando Conectivos s-Xor Fuzzy 

Nesta seção, focando na classe s-Xor, mostra-se que uma função de 
agregação preserva na classe dos conectivos s-Xor fuzzy quando tem-se um 
subconjunto finito Ɛ n = {E1, ... , En} de conectivos s-subXor fuzzy. Para isso, 
consideramos a função binária Ei : U2 → U definida por 



 

Ei(x; y) = 1 – 1/i (1 - x - y + 2xy), x,y U, i ≥ 1.   (14) 
 

Denominado por E, a família de todos Ei  é mostrada na Eq.(14). 
Definição 1. Temos A : Un → U, sendo uma agregação n-aria e Ɛ n = {E1, ... ,En} 
subconjunto finito de conectivos s-subXor fuzzy em X. Tomando k1, ... , kn ≤ 1, a 
função Ɛ n(A) : U2 → U, chamada operador Ɛ n(A), é definida por 

Ɛ n(A)(x,y) = A(Xk1(x,y), ... ,(Xkn(x,y)); (x,y) U2    (15) 
 

Proposição 6. Para x y U e i ≥ 1, uma função binária Ei : U2 → U definida pela 
Eq.(14) verifica as propriedades E0(ii), E1, E2(i), E2(ii), E3, E4, E5 e E6. 
Adicionalmente, função Ei : U2 → U definida pela Eq.(14) é um subXor fuzzy 

Proposição 7. Seja A : Un → U a média aritmética dada pela Eq.(2). A função E18/11: 
U2 → U X, chamada operador Ɛ 3(A) e dada pela expressão: 

Ɛ 3(A)(x,y) = A(E1(x,y), E2(x,y), E3(x,y)) = E18/11(x,y).   (16) 

é um membro da classe dos conectivos s-subXor fuzzy. 

4. CONCLUSÕES 

Neste artigo, estudamos a classe de conectivos fuzzy s-Xor, suas 
propriedades, construções dual e as correspondentes implicações fuzzy. Baseado 
nestes estudos,  o conceito de conectivo subXor fuzzy foi introduzido.  

A principal contribuição deste trabalho é uma metodologia de agregação para 
conectivos s-subXor fuzzy, baseado na agregação de um subconjunto de conectivos 
s-subXor fuzzy. Os conectivos s-Xor e suas relações de implicação podem ser 
aplicadas em trabalhos futuros que integra a pesquisa em simulação quânticas de 
conectivos fuzzy MARON et al (2013). 
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