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1. INTRODUCAO

A l6gica fuzzy possui hoje uma grande aceitagdo comercial e industrial devido
a grande possibilidade de modelagem da incerteza em diferentes aplicacdes. Dentro
da logica fuzzy, os estudos de conectivos Xor, e sua constru¢cao dual XNor, podem
ser aplicados em exigentes projetos de processamento de informacdes, dados e/ou
Imagens, e processos de decisdo BUSTINCE et al (2010). Este trabalho considera
os resultados apresentados em BEDREGAL et al. (2013), mas restringe-se o foco a
classe de conectivos s-Xor, denotada por Est. Visando agregar classes de
conectivos s-Xor, que preservem suas principais propriedades, construcdes dual e
as relativas implicacdes fuzzy, introduz-se o conceito de conectivo fuzzy subXor.

Na logica fuzzy, as operacbes de agregacao sdo funcdes significativas que
podem fazer a reducdo de um conjunto de nimeros em uma Unica representacao
computacional. Estas operac¢des sao estudadas, por exemplo (PRADERA, 2013),
no processamento de imagens para tomada de decisdo ou de reconhecimento de
padrdes em aprendizagem de maquina. Neste artigo, classes fundamentais de fuzzy
subXor séo representadas através de funcdes de agregacdo. Também é introduzido
um novo operador & n(A) através da agregacao de conectivos s-subXor.

Usando uma metodologia de agregacao para a classe de conectivos fuzzy s-
subXor baseado na média aritmética, é apresentado um subconjunto de conectivos
subXor como contribui¢do principal, de acordo com BEDREGAL, et al. (1999).

2. METODOLOGIA

O desenvolvimento deste trabalho considera estudos de propriedades e as
definicdes basicas dos conectivos fuzzy, Para tal, seja U = [0,1] o intervalo unitario.
2.1. Negagdes Fuzzy
A negacéo fuzzy € uma fungao N:U—U [4] verificando as seguintes propriedades:
N1: N(O)=1eN(1)=0; N2: Se x 2y entdo N(x) = N(y), Vx,y €U.
Uma negac0es fuzzy é forte se verifica a propriedade involutiva:
N3: N(N(x)) = x, Vx,y €U.
Considera-se neste estudo, a negacao fuzzy forte de Zadeh, dada por Ng(x) = 1-x.

2.2 Normas e Conormas Triangulares
A triangular t-(co)norma é uma funcdo binaria T(S):U?>—U [5], Vx,y,z € U, que
verifica as seguintes propriedades KLEMENT et al. (2000):

T1: T(1,xX) = x; S1: S(0,x) = x;

T2: T(x;y) = T(y; X); S2: S(x;y) = S(y; x);

T3: Se x <z entdo T(x,y) < T(x,2); S3: Se x =<z entdo S(x,y) < S(x,2);
T4: T(x,T(y,2)) = T(T(X,y),2). S4: S(x,S(y,z2)) = S(S(x,y),2).

Consideram-se a t-conorma soma probabilistica e a t-norma produto, dadas pelas
respectivas expressoes: Tp(X,y)=xXy e Sp(X,y)=x+y-xy, V X,y € U, KLEMENT,
NAVARRA (1999).



Dada uma uma negacéo fuzzy N. A funcdo N-dual de f:U"—U é definida por:
fn(X1, ..., Xn) = N(f(N(x1), ... ,N(xn))), paratodo xi,...,xneU. (1)
A t-norma produto Tp e a soma probabilistica Sp sdo fungdes mutuamente duais.

2.4 Funcao de Agregacao
Em [3], uma agregacao n-aria € uma funcdo A: U"—U, verifica para
todo X = (X1, X2, ..., Xn), Y = (Y1, Y2, ..., ¥n) € U", as seguintes condicdes:
Al:A(0,0,..,00=0e A(1,1,..,1)=1;
A2: Se x;<vy;, paratodo 0 <i<n, entdo A(X1, X2, ... , Xn) < A(Y1, Y2, - » Yn);
A3: A(X1, X2, ... , Xn) = A(Xs1, Xs2, --. , Xsn) S€NdO S: N"-N é uma s-permutacao;
Este artigo considera como fun¢des de agregacdo a média aritmética:

A U"SU , A(Xz, X2, oon, Xn) =1/ (X1 + X2 + ...+ Xp) (2)

2.5 Classe dos conectivos fuzzy Es e Dts
Uma funcdo E(D):U?— U é um fuzzy subXor (subXNor) se, para x,y € U:

EO(i): E(1,1) = E(0,0)=0: DO(i): D(1,1) = D(0,0)=1;
EO(ii): E(1,0)=1; DO(ii): D(0,1)=0:
E1l: E(x,y) = E(y,X); D1: D(x,y) = D(y.x);

E2(i): Se x <y entdo E(0,x) < E(0,y); D2(i): Se x <y entdo D(0,x) = D(0,y);
E2(ii): Se x <y entdo E(1,x) = E(1,y). D2(ii): Se x £y entdo D(1,x) < D(y,1).

A funcédo Ne: U—U, onde Ne(x) = E(1,x), € uma negacéo fuzzy subjacente ao
Xor fuzzy E. Adicionalmente, sejam as propriedades extras para um Xor fuzzy E:
E3: E(x,x) # 1; E4: E(x,0) = x;
E5: SeE(x,y)=1lentdo(x=1ey=0)ou(x=0ey=1),
E6: SeE(X,y)=0entdo(x=1ey=1)ou(x=0ey=0);
E7: Ne € uma negacéo fuzzy forte.

Sejam T, S e N uma t-norma, uma t-conorm e uma negacdo fuzzy,
respectivamente. A funcdo Est (Dts) : U°>>U, é um conectivo Xor (XNor) fuzzy,
chamado neste artigo como um conectivo s-X(N)or fuzzy, dada por:

Es.t(XY) = S(xy) - T(X,y), (4)
Dr.s(X,y) = N(N(T(x,y)) - N(S(x,y)), VX, ¥y e U. (5)

Além disso, em [1], assegura-se que Nest(x) = Es1(1,X) = N(x), VX € U.

Proposicédo 1. Se T=Tpr, S = Spe N = Ns, entéo Es 1 (Dr.s) : U>-U é dada por:
Esetr(X,y) =X +Yy - 2Xy (6)
Dtese(X)y) =1-X-y+2xy; VX, y €U. (7)

Na Fig. 1, a representacédo grafica das funcdes Ese1e e DT sP.
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Figura 1. Conectivos s-Xor e s-XNor fuzzy.



Proposicao 2. Ese1r satisfaz as propriedades de E3 até E7.

2.6 Classes de Implicacéao e-Xor

O estudo de implicacdes fuzzy e sua construcdo dual (coimplicacdes fuzzy) se
justifica principalmente por causa de suas potenciais aplicagdes, devendo preservar
as condicdes verificads pela implicacéo classica. (J)I:U*—U satisfaz as condicées:

10: 1(0,0)= 1(0,1)=I(1,1)=1 e I(1,0)=0  JO: J(0,0)=J(1,0)=J(1,1)=0 e J(0,1)=1.

Propriedades extras de uma implicacdo estdo na sequéncia. Propriedades
analogas pode ser aplicadas para o caso dual das coimplicacdes fuzzy.

11: 1(1,x) = x; J1: J(0,x) = X;
12: N(x) = I(x,0) é negacao fuzzy forte; J2: N(x) = J(x,1);
13: 1(0,x) = 1. J3:J(1,x) =0.

Baseado no Xor (Xnor) fuzzy introduzido em [2], uma nova classe de fuzzy
(co)implicacdes, as implicacoes eXor (coimplicacdes eXNor) é estudada, com base
na equivaléncia classica: a—f = ~a v (~a Xor B).

Sejam T(S), N e E(D) uma t-(co)norma, uma negacéao fuzzy e um Xor (XNor)
fuzzy, respectivamente. A funcgéo Isne(Jomn) @ U2 — U é uma (co)implicagéo fuzzy,
chamada implicacéo sXor (coimplicacdo sXNor) fuzzy:

lesn (X,y) = E(x,S(N(X),N(y))); (8)
Jo, TN (X,Y) = D(X, T(N(X),N(y))), Vx,y €U. 9)

Além disso, Ni: U? - U, Nien (X) = IESN (X; 0) é a negacdo fuzzy subjacente a lg;s.
Proposicdo 3. Quando S=Sp, N=Nse T = Tp, entao:
lEse e SPNs (X,Y) = 1 - X - Xy + 2X°; (10)
JDTe se TeNs (X,Y) =y - 2x + Xy + 2x2-2X%y, V xy € U. (11)

Proposicdo 4. A fungao Ies»t Sp Ns (JDt sr ,TpNs) mostrada em Eq(10) e Eq.(11),
satisfaz as propriedades 11 (J1), 12 (J2) e I3 (J3).

Proposicédo 5. IEse1 Sp NseJDTe s Trp.Ns SA0 mUtuas funcdes Nsdual:
(IEsNN(X,Y) = Jensnn (X,Y) = DTN (X,Y); (12)
(Jo,TN)N(XY) = lon TN (X,Y) = [EsN(XY), VXY €U. (13)

Na Fig. 2, a representacgao grafica das funcdes Iesr1».Sp Nse JDTe 50, TP,NS.
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Figura 2. s-Xor implicacdo e s-XNor coimplicagéo obtido por Esrtre DTese.
3. RESULTADOS E DISCUSSAO
3.1. Agregando Conectivos s-Xor Fuzzy

Nesta secao, focando na classe s-Xor, mostra-se que uma funcao de
agregacao preserva na classe dos conectivos s-Xor fuzzy quando tem-se um
subconjunto finito €n = {Ex, ..., En} de conectivos s-subXor fuzzy. Para isso,
consideramos a funcao binaria Ei: U> — U definida por



Ei(x;y)=1-1/i(1-x-y+2xy), Vx,y eU,i=1. (14)

Denominado por E, a familia de todos Ei é mostrada na Eq.(14).
Definicdo 1. Temos A : U" — U, sendo uma agregacéo n-aria e €n = {Ez1, ... ,En}

subconjunto finito de conectivos s-subXor fuzzy em X. Tomando ki, ... , kn< 1, a
funcdo €n(A) : U> - U, chamada operador € n(A), é definida por
En(A)(X,Y) = AXik(X,Y), ... ,(Xk(X,Y)); V (X,y) e U? (15)

Proposicédo 6. Para x y eU e i = 1, uma funcéo binaria Ei: U?> — U definida pela
Eq.(14) verifica as propriedades EO(ii), E1, EZ2(i), E2(ii), E3, E4, E5 e EG6.
Adicionalmente, funcéo Ei: U> — U definida pela Eq.(14) é um subXor fuzzy

Proposicao 7. Seja A : U" — U a média aritmética dada pela Eq.(2). A funcdo Eisna:
U%? > U e X, chamada operador € 3(A) e dada pela expresséo:

€3(A)(xy) = A(Ex(x,y), E2(x,y), Es(x,y)) = E1sn1(x,y). (16)
€ um membro da classe dos conectivos s-subXor fuzzy.
4. CONCLUSOES

Neste artigo, estudamos a classe de conectivos fuzzy s-Xor, suas
propriedades, construcbes dual e as correspondentes implicacdes fuzzy. Baseado
nestes estudos, o conceito de conectivo subXor fuzzy foi introduzido.

A principal contribuigdo deste trabalho é uma metodologia de agregacao para
conectivos s-subXor fuzzy, baseado na agregacao de um subconjunto de conectivos
s-subXor fuzzy. Os conectivos s-Xor e suas relagcdes de implicagao podem ser
aplicadas em trabalhos futuros que integra a pesquisa em simulacdo quanticas de
conectivos fuzzy MARON et al (2013).
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