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1. INTRODUCAO

A modelagem matematica de estruturas mecéanicas e biomecénicas para o
estudo do comportamento estatico e dinamico destas € um desafio para
engenheiros estruturais e pesquisadores. Caracteristicas tais como a
heterogeneidade e periodicidade dos materiais bem como o comportamento ndo
linear que estes podem apresentar levam o pesquisador a problemas
matematicos dificeis de serem modelados e resolvidos e muitas vezes o induzem
a simplificacdes e restricdes que nao proporcionam um modelo desejado.

O Método de Homogeneizagcdo Assintética (MHA) trata-se de um método
matematico de multiescala empregado para a investigacdo de propriedades
microscopicas e macroscopicas de estruturas periddicas sendo aplicado a todos
os tipos de processos que podem ocorrer em meio periodico (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989), e firmou-se como uma eficiente ferramenta para o
tratamento tanto da heterogeneidade quanto da periodicidade de estruturas. A
utilizacado deste método no estudo de ondas sismicas (CAPDEVILLE; GUILLOT,
MARIGO, 2010), de estruturas 6sseas (ROHAN et al., 2012) e da condutividade
térmica em materiais compdésitos (ANDRIANOV; KALAMKAROV;
STARUSHENKO, 2013) séo apenas alguns exemplos de sua aplicabilidade e os
esforcos em implementar este método computacionalmente, mesmo para
problemas especificos, séo visiveis (PORTO, 2006; QUINTELA, 2011).

A equacdo parabolica esta entre as mais estudadas em matematica aplicada
sendo uma de suas representantes a equacéo do calor que modela a conduc¢ao
da temperatura u, em estruturas caracterizadas por um parametro geomeétrico &,
0 < € K 1, que indica a existéncia de duas escalas estruturais. Sua representacao
analitica é:

x\0u, 0 X\ Oug x €(0,1),t>0, (2)
(2% _£<k(_) 6x> =f&0,
onde c € a capacidade térmica, k é a condutividade térmica e f é a fonte de calor.

Tem-se associadas a eq. (1) as seguintes condic¢des:
u.(0,t) =0, u.(1,t) =0, t>0, (2)
u(x,0) =9 (),  PO)=y(1) =0, x € (0,1), 3
sendo que as funcdes c, k, f e ¥ séo diferenciaveis; c e k fungdes e-periddicas,
positivas e limitadas.

Objetiva-se com este trabalho resolver analiticamente o problema (1)-(3)
pelo MHA e apresentar um resultado que prova que a relacdo de proximidade
entre u.(x,t), a solucdo do problema (1)-(3), e uy(x,t), a solucdo do problema
homogeneizado, é de ordem +/¢, sendo esta a principal contribuicdo do trabalho.
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Este trabalho € a primeira incursdo dos autores ao estudo do MHA e de
alguns dos seus aspectos matematicos mais relevantes, necessarios para futuras
aplicacdes em problemas multidimensionais.

2. METODOLOGIA

Aplica-se o MHA ao problema (1)-(3) assumindo, inicialmente, uma solugéo
na forma de uma série assintética em poténcias de ¢ chamada solugéo assintética
formal (s.a.f.), originando uma sequéncia recorrente de problemas para 0s
coeficientes das poténcias de . A partir destes problemas obtém-se a equacéao
do problema local e a equacéo do problema homogeneizado. Quando ¢ tende a
zero, a solugdo do problema original converge para a solugdo do problema
homogeneizado (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

O Lema abaixo € um importante resultado em homogeneizacdo e sera
utilizado para construir a s.a.f. do problema (1)-(3).

Lema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989): Sejam F(y) e k(y) funcgbes
diferenciaveis e 1-periddicas com k(y) positiva e limitada. Uma condicdo
necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucdo 1-periédica N da
equacado LN = F(y) é que

1 4
(F(») = f F(y)dy =0, “

d d
onde L = E(k(y) E)'

Para provar que a relacdo de proximidade entre u.(x,t) e uy(x,t) é de
ordem +¢ serd utilizada uma versdo adaptada do Principio do Maximo
Generalizado (PMG) (ver Teorema 2, p. 8, de BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para solucionar o problema analiticamente, considera-se a expansao
assintotica truncada u( ) = uo(x,y,t) + cuy (x,y,t) + €2uy(x,y,t) na equacgdo (1),
onde u;(x,y,t),j =0,1,2, sdo fungbes diferenciaveis e 1-periddicas na variavel
local y = x/¢&, obtendo-se uma sequéncia recorrente de equacoes:

7% Lyyuy =0, (5)
el —Lyyuy — Lyyug — Lyyug = 0, (6)
€% —Lyu,—1L yul Lyxuy — Lyyug — f(x,t) + c(y) duy/0t = 0, (7)
onde L.p = —( (y) ) a,pB € {x,y}. As equacdes para ¢ e £ foram omitidas,

pois ndo sao necessarlas para obter a s.a.f.. Analogamente, a expansao truncada
€ substituida nas condicbes (2) e (3) para completar os problemas
correspondentes a u;.

Aplicando a (5)-(7) o Lema e as condlgoes obtém-se que uy = uy(x,t),

auo 6 Ug

M=MOITE e w=MOITTHMOTE onde MO)=[] (s~ 1) ds.

N2<y>—k<zv1>f0y 2o~ o M)ds, M(y)=fo v U5 [e(s) = ()ds — Kyy}dw, com

ke(w)
-1
Ky = 0 k( ){f [c(s) —{e)] dS}dW S (f o) ) . Em particular, a

temperatura meédia u, € a solucdo do chamado problema homogeneizado:

(C)%_ ~ 0% uo = Ft), x € (0,1),t>0, (8)




uy(0,0,t) =0, uy(1,1/¢,t) =0, t>0, (9)
up(x,,0) =9(x),  P0) =9(1) =0, x € (0,1), (10)

onde (c) é a capacidade calorifica efetiva e k é a condutividade térmica efetiva.

Para mostrar que a relacdo de proximidade entre u.(x,t) e uy(x,t) € de
ordem ¢, ou seja,

”us - u0||W21‘0((0,1)x(0,T)) = 0(\/2), (11)
considere, com y = x/¢, a aproximac;éo assintotica uS) =uy(x,y,t) + eu(x,y,t)
e o0 operador diferencial L = c(y) —— —( (y )6x)

Note que o problema (1)- (3) pode ser escrito da forma:
LFu, — f =0, x €(0,1),t>0, (12)
u.(0,t) =0, u.(1,t) =0, t>0, (13)
u:(x,0) =¢x), PO =y(1) =0, x € (0,1), (14)

e que substituir u() em (1) é equivalente a calcular Lfu () — f = 0. Assim,
considerando u, = 0 na eq. (7) e isolando f, obtém-se

( )auo Eazuo 0 KGN 0%u, (15)
f—Cy axz ay y 1(y) a 2 "
Entao,

0%u 3u (16)

& (1) _ — 0 _— _0 =
Lug” = f = cOeNi ) 577 — ek () 55 = F(x L 2),
e aplicando u( ) has condicdes (2) e (3), obtém-se
§1)(0, £) =0, P10 =0, t>0, (17)
uPDx,0) =y&),  P0) =) =0, x € (0,1), (18)

Subtraindo o problema (16)-(18) do problema (12)-(14), tem-se o seguinte
problema:

I (ug _ u(1)) —F(x,t,¢), x€(0,1),t>0, (19)
u.(0,0) —ul”(0,0) = 0, u(1,0) —uP(1,0) =0, t>0, (20)
u:(x,0) —ul”(x,0) = 0, x € (0,1). (21)

A aplicacdo do PMG no problema (19)-(21) resulta que
_.,@D 22
Ye |W °((0,1)%(0,T)) < cMI=Flli,(nx0m) (22)

Calcula-se ||— Flle((o Dx(o,r)) & partir da equacéo

(23)

1=FIIZ, (0 yx(0m9) = ff(c(y)Nl(y) to, )—k( W) 0( )> dxdt.

Para estimar as mtegrals de (23) utiliza-se o Teorema de Weierstrass de
modo que 3 4, B > 0 tais que

I=FII7 (o x0m) < EA*B*T & II=Flly, (o, xcom) < VEAB*T, (24)
onde ¢(T) = VT, para algum T € R%. A partir de (24), conclui-se que
e _ (25)
=0 .
| e Tt |W§'°(<o,1)x<o,T)) (ve)

Pode-se mostrar de modo analogo que

|

= 0(ve). (26)

of W0((0,1)%(0,7))
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Portanto, a partir de (25) e (26), segue que

e = wollwpooyxory = |u +ul —ulV —u ”
((0,1)%(0,7)) e T Ug £ UlNwioo,1)x0m)

< _u® m_
| Ue — Ue |W21'°((0,1)X(0,T)) e THo ||W21'°((o,1)><(o,r))
0(Ve) + 0(We)

= 0We), @7

ou seja,
Il — u0||W21‘0((0,1)><(0,T)) = 0(\/2) (28)

Analogamente, as técnicas empregadas acima podem ser utilizadas para
provar que
llue — u0||(3([0,1]><[0,T]) = 0(¢e) (29)
e

e = uolli, qoayxjory = 0(Ve). (30)

4. CONCLUSOES

A demonstracdo aqui apresentada para provar a proximidade entre as
solugdes do problema (1)-(3) e (8)-(10) ndo aparece explicitamente detalhada na
literatura consultada. O trabalho se mostra relevante na medida que as técnicas
utilizadas servem de base para a resolucédo de problemas multidimensionais, pois
seguindo a metodologia exposta, sempre que exista um principio do maximo é
possivel construir uma s.a.f. que seja uma expansao assintética da solucao exata
do problema original.
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