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1. INTRODUCAO

A area de Geometria diferencial estuda superficies e suas propriedades,
utilizando o calculo diferencial e integral para obtencédo de elementos geométricos.
O objetivo desse trabalho é apresentar um resultado encontrado para o desafio de,
dado duas retas reversas quaisquer, determinar explicitamente um helicoide
minimo que passa por elas. Esse é um problema que até o momento ndo se
encontra resolvido na literatura classica da matematica.

Inicialmente, utilizamos conceitos da geometria diferencial segundo Delgado
(2017), para analisar as superficies helicoidais, calculando sua curvatura média e
verificando que o helicoide € uma superficie minima, além de explorar sua posi¢cao
no espaco.

2. METODOLOGIA

A metodologia adotada foi a consulta a livros e artigos relacionados a area
(ver [A] e [B]) juntamente a encontros semanais com a professora orientadora.
Ademais foi utilizado o software GEOGEBRA para a criacdo das figuras utilizadas
ao longo do trabalho.
3.RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Parametrizacdo do helicoide

De maneira geral, pode-se dizer que uma superficie regrada € uma superficie
gerada por uma reta movendo-se ao longo de uma curva a denominada de curva
diretriz, definida por uma aplicacdo X: | xJ €R2 2 R3, dada por:

Xwuw) =al)+u-w) (D

tal que, X é de classe C*; X é homeomorfa, e se q €1 xJ, X;:R* > R® é
injetivo.

O helicoide € uma forma particular de superficie regrada, que pode ser
expresso através da equacao (1), onde a(t) € a curva diretriz e w(t) a curva
geratriz. Para determinar tais curvas, encontrou-se primeiro a parametrizacao de
uma hélice circular, utilizando-se um ponto P com coordenadas (x,y,z) que percorre
uma trajetéria ao longo dela (Figura 1) e sua proje¢ao no plano xy (Figura 2).
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Figura 1- Hélice circular. Figura 2 - Projecao de P no plano xy

Fonte: Acervo pessoal, 2023. Fonte: Acervo pessoal, 2023.



£ 92 SEMANA 5 )
INTEGRADA XXXII CIC — CONGRESSO DE INICIACAO CIENTIFICA
4

OFERELR2023

Cenério no qual, denotando o angulo ¢ entre os pontos P e P, da Figura 1
como v na Figura 2, encontrou-se as respectivas equacoes:
x=r-cos (a+v) () xo = r-cos(a) (II1)
y=r-sen (a+v) (Il Yo =T -sen(a) (IV)

Desenvolvendo as equacdes obtidas, chegamos na parametrizacao da
hélice circular da Figura 1, que é:

B0(v) = (Xg: COSV =y, :SENV,y, - COSV + Xy - SENV, Zy + C* V), Xq,¥o, € €R

Observe que a parametrizagdo acima pode ser escrita na forma da
aplicacao (1) considerando w(v) = (xy - cosv —y, -senv,y, - cosv+ X, -senv,0) e
a(v) = (0,0,z, + C- V).

3.2 Helicoide como superficie minima.

Definicdo 1: Seja X (v, u) a parametrizacdo de uma superficie S e X,, e X,, as bases
do plano tangente a um ponto p € S, denominado de TpS, sabe-se que o0s
coeficientes da 1° Forma Fundamental deste plano séao definidos por E=(X,,, X,,);
F = (X, X,); G = (X,, X,), onde a notagdo X, significa a derivada parcial de X em
relacéo a u.

Além disso, seja w € TpS e dNp(w) a transformacéo linear que nés da a taxa
de variacdo do vetor normal a w € TpS, onde dNp(W) =A - N, + u - N,, com
dNp(X,)=N,e dNp(X,) = N,, temos que a expressdo da 2° forma fundamental é
dada por:

Hp(W) = = @dNp(W) , W)

Hp(W)=—=(A-Nu+pH-Nv),A- Xu+ - X))
Hp(W)=—[A%2- (Nu, Xu)+2-A- - (Nu, Xv)+ p2 - (Nv,Xv)]
Ademais vale ressaltar, com o intuito de simplificar os calculos que:

(Ny, Xy ) = = AN, Xy )s ( Ny, Xp) = = (N, Xy s (N, X)) = = (N, Xop);

Em que (Nu1Xu> :_e(q); (Nu’ Xv) = 'f(CI), <erXv) = ‘g(Q), sao
nomeados de coeficientes da 2° Forma fundamental.

Definicao 2[B, pagina 193]: A curvatura média de uma superficie S em um
ponto p, é definida como:

H(p) = % (w) 2)

EG—F?2

A definicdo 2 é importante pois nos permite verificar que o helicoide é
uma superficie minima, que decorre do fato de sua curvatura média ser
nula.

A parametrizacdo dessa superficie no formato de superficie regrada
obtida anteriormente foi:

X(w,u)=(0,0,zy+Cc-v)+U-(xy-cosv—y,- -senv,y,cosv+x,-senv,0) (3)

Calculando os coeficientes da 1° Forma fundamental obtemos:

Xy =(xg-cosv—1y,-senv,y,cosv+x,-senv,0)
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X,=(u-(—xq-senv—y,-cosv),u-(—y,-senv+xq:cosv),c)
E=(Xy,Xy)—> E =x§ +y§
F=(X,X,)>F=0
G = (Xp,Xy) > G=u% (x+yE) +c?
Calculando os coeficientes da 2° Forma fundamental obtemos:

_ XuxXy _| ¢ -(yo-cosv+xg-sinv —c-(xy-cos v—yy-sinv uz-(x§+yg)
= = ) )
%% u2-(x2+y2)+c? Juz-(x§+y§)+c2 \[u2~(x§+y§)+cz
Xy = (0,0,0)

Xup = (—xg - sinv —y, - cosv,—y, - sinv + x, - cos v, 0)
Xpw = (- (—x¢-cosv+y,-sinv),u-(—y, cosv—x,-sinv),0)
e(q) =<N,X,,> - e(q)=0

—c+(y¢-cos? v+xg-sin?v)

fl@ =<NXy>- flq@) =

u2-(x2+y8)+c?

9@ =<N,X,, > - g(@)=0

Substituindo os coeficientes da 1° Forma Fundamental e da 2° Forma
fundamental na equacéao (2) conseguimos que:
H(p)=0
Provando que o helicoide € uma superficie minima.

3.3 Helicoide que passa entre duas retas reversas

Sejam as retas x, = (xq,V0,20) +t-(a,b,c) e x; = (x1,y1,2) +t-(d, e, f)
retas quaisquer, tais que nao exista interseccao entre elas e que também nao sejam
paralelas. Resolveremos nesse trabalho o problema de maneira particularizada
conforme mostra a figura 3, tal que x, = (0,0,0) +¢t-(a,b,0) € x; =(0,0,D) +t-
(d, e, 0), cenério no qual D é a distancia entre x, € x;.

Figura 3 - Retas reversas.
Fonte: Acervo pessoal, 2023.

Fazendo a projecéo das retas x, e x; no eixo z=0, conseguiremos determinar

0 angulo entre elas, através da expressao: arccos( o1 ) (4).

[vol-1v1l
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Para o helicoide ficar determinado entre essas retas reversas, sabemos que
o parametro v do helicoide deve ser definido como: 0 < v < arccos( 071 ) com

[vol-[v1]

v, sendo o vetor diretor de x, e v; o vetor diretor de x;.

Além disso o eixo z da equacéo (3) que € z =z, + c- v , deve ser definido
como z, = 0 (por causa da cota do eixo z da reta x,) fazendo com que c seja dado
por: ¢ = , Ja que quando v for maximo, o helicoide deve estar com cota

Vo V1 )

aTCCOS(:
|1J0|'|1J1|

igual a D.

A ) Voy _[a b
Proposicédo - Caso 1: Se 0 Det (171) = [C d
contido entre x, e x; , cuja parametrizacdo é dada por: X (v,u) = (0,0, z, + Cc- v) +
u - (xg-cosv—y,-senv,y,cosv+x, -senv,0) , tera&: xo=a, yo=>b e c=

DM) , com 0 < v < arccos (ﬂ) Caso 2: Se 0 Det (Z;’) = [‘;‘ Z <0,

—0-L [vol- 71l
|170|'|171|
entdo X (v,u) = (0,0, z, + Cc-v) +u-(xy-COSV — Y, - Sen v,y, cosv + x, - sen v, 0),

) £ Y
terd:x, =a,y, = bec= — , COM - arccos (Iv_"f] rvi,l)s v<0.
ol'lV1

] > 0, entdo o helicoide que esta

arccos(

Vo V1
arccos(%)
[vol-v7l

Exemplo caso 2

Se x, e x, forem definidas como:
xo = (0,0,0) + t - (7,8,0)

x; = (0,0,12.57) + t - (23,5,0).
Teremos: Det (zg) =—-149 < 0;
—0.203tr<v=< 0, ¢c = -19.71 com
zo= 0 , resultando na superficie:
X(v,u)=(0,0,-19.7- v)+u-(7 - cosv —
8-senv,8cosv+7-senv,0).

Figura 4 - Helicoide e suas retas reversas
Fonte: Acervo pessoal, 2023.

4.CONCLUSOES

Este trabalhou possibilitou o aprendizado dos conceitos de superficie regrada,
curvatura média e a elaboracdo de um método de resolucéo para determinar a
parametrizacdo do helicoide que passa por duas retas reversas para 0 caso
particular em que uma das retas esta contida no plano coordenado z=0.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[A] OLIVEIRA, F.A.; ALMEIDA, D.M. Superficies regradas. Revista eletrénica
Paulista de Matemética. Bauru, v.8, p. 51-75, dez.2016.

[B] DELGADO, J; FRENSEL, K. Geometria Diferencial |. Acessado em 31 ago.
2023. Online. Disponivel em:
https://www.professores.uff.br/katiafrensel/2017/08/30/disciplina-geometria-
diferencial-i



https://www.professores.uff.br/katiafrensel/2017/08/30/disciplina-geometria-diferencial-i
https://www.professores.uff.br/katiafrensel/2017/08/30/disciplina-geometria-diferencial-i

