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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar uma nova demonstracdo para a férmula das
diferencas de Fibonacci, utilizando para isto, ao invés do principio de inducéo
(BORCHARDT; BECK; KREBS, 2012), as ferramentas descritas por GONZATTO
JUNIOR et al. (2013), isto é, a resolucdo de equacdes de recorréncia através da
utilizacdo de autovalores. Esta nova abordagem € uma alternativa ao emaranhado de
célculos apresentados por BORCHARDT; BECK; KREBS (2012), no trabalho precedente
a este. Ressalta-se que a demonstracdo aqui apresentada € original e independente, néo
sendo do conhecimento dos autores a obtencdo desta expressao, através das
ferramentas matematicas aqui utilizadas, em outros trabalhos cientificos, fato pelo qual
nenhuma referéncia relacionada a este desenvolvimento é apresentada. Adicionalmente,
este trabalho também apresenta um roteiro para verificagdo numérica da férmula,
utilizando o software Scilab

Palavras-chave: diferengas. sequéncia de Fibonacci. ordem m. autovalores.
1. INTRODUCAO

Por volta de 1202, o matematico Leonardo de Pisa, mais conhecido como
Fibonacci, publicou um famoso livio chamado “Livro dos Abacos”. Dentre os varios
problemas contidos neste livro, havia um muito interessante devido a sua estrutura de
construgao, a saber: “Quantos coelhos poderiam ser reproduzidos em um ano, a partir de
um Unico casal, levando em consideracdo que cada coelho sé pode reproduzir apés um
més de idade, cada casal gera sempre outro casal de coelhos, e nenhum coelho morre
durante o ano?”. Este problema é bastante artificial, mas a estrutura da sequéncia de
ndameros que expressa a populacdo em cada més é muito interessante. De acordo com
as condi¢des do problema, deduz-se que esta sequencia € dada por (0,1,1,2,3,5,8,13, ...),
isto €, cada termo é a soma dos dois anteriores, comec¢ando por 0 e 1 (HUNTLEY, 1970).

Atualmente, muitos problemas envolvendo equagbes de recorréncia,
frequentemente encontrados na matematica discreta e suas aplicacées, dentre as quais
destaca-se a ciéncia da computagdo, utilizam a sequéncia de Fibonacci como passo
inicial na formulacdo de problemas mais especificos. ALENCAR (2004) descreve
algumas das inumeras aplicacbes desta sequéncia de numeros aparentemente
“inofensiva”.

Por se tratar de uma sequéncia muito importante na mateméatica, muitos estudos
atuais envolvendo propriedades de sequéncias, acabam por utilizar a sequencia de
Fibonacci como um exemplo inicial.

GONZATTO JUNIOR et al. (2013) apresentam a deducdo da formula do termo
geral da sequéncia de Fibonacci, de termos F,, onde F; =0, F,=1e F, =F,_, + F,_4
1+\/— e ¢ =

para n € N, n > 2. Chamamos de numeros de Fibonacci os numeros ¢ =
-1+V5 el Gl
V5

. Os autores mostram que F, paran € N U {0}

BORCHARDT; BECK; KREBS (2012), seguindo a metodologia de andlise da
diferenca entre primos feita por SZPIRO (2004), KUMER; IVANOV; STANLEY (2007),
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propuseram uma foérmula geral para determinar termos de diferencas consecutivas da
sequéncia de Fibonacci, tal como é apresentado nos proximos paragrafos.

A Sequéncia das Diferencas da Sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de
termos d,,, onde d,, = F,,,1 — F,, paran € N U {0}. A Sequéncia das Diferencas de ordem
m da Sequéncia de Fibonacci é uma Sequéncia de termos d™, onde d% = E,, d} =d, e
dm =dmt —dm™ ! param € Nu {0} e n € NU {0}. Sendo assim, tem-se a formula para
as diferencas de  Fibonacci (BORCHARDT; BECK; KREBS, 2012):

¢n—m_(_¢,)n—m

NG ,sen=m
dnt = men men . A demonstracdo da formula de BORCHARDT; BECK;
()" " -(=¢) sen<m
\/E )

KREBS (2012) foi feita utilizando-se o principio de inducdo matematica em n e m.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma nova demonstracdo para a formula
das diferencas de Fibonacci, utilizando para isto, ao invés do principio de indugéo
(BORCHARDT; BECK; KREBS, 2012), as ferramentas descritas por GONZATTO
JUNIOR et al. (2013), isto é, a resolucdo de equacbes de recorréncia através da
utilizacdo de autovalores. Esta nova abordagem € uma alternativa ao emaranhado de
célculos apresentados por BORCHARDT; BECK; KREBS (2012), no trabalho precedente
a este. Ressalta-se que a demonstragdo aqui apresentada € original e independente, ndo
sendo do conhecimento dos autores a obtencdo desta expressao, através das
ferramentas matematicas aqui utilizadas, em outros trabalhos cientificos, fato pelo qual
nenhuma referéncia relacionada a este desenvolvimento é apresentada.

2. MATERIAL E METODOS

Para demonstrar alternativamente a formula de BORCHARDT; BECK; KREBS
(2012), em primeiro lugar, € estabelecida uma nova notacdo, menos carregada em
relacéo ao trabalho precedente. Em segundo lugar, resolve-se a equacao de recorréncia
gerada a partir da definigdo das diferencas de Fibonacci, calculando-se os autovalores e
inserindo-os apropriadamente, na solugcdo do problema de valor inicial induzido pela
férmula de recorréncia da Sequéncia de Fibonacci, tal como GONZATTO JUNIOR et al.
(2013), aqui no entanto, de forma generalizada. A principal dificuldade do problema esta
na resolucdo do sistema linear de duas equacdes gerado pelo problema de valor inicial.
Os célculos realizados na resolugéo deste problema séo apresentados na proxima secao.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Consideremos a sequencia bi-indexada d,,x,. Defininos a Sequéncia das
Diferencas de Ordem 0 ou Sequéncia de Fibonacci, como dyx, = X2 + Xp—1, COM
xo =0, x; =1, n = 2. Definimos a Sequéncia das Diferencas de Ordem 1, como 9,x, =
0oXns1 — 0ox,. Definimos a Sequéncia das Diferencas de Ordem m, como 0d,,x, =
Om—1%Xn+1 — Om—1X,. Adotando esta nova notacdo, a formula de Binet, descrita por

GONZATTO JUNIOR et al. (2013), assume a forma dyx, = % com ¢ = 1+f e
¢ = 1+f

Na demonstracdo do teorema enunciado a seguir, sdo empregadas duas
propriedades elementares dos nimeros ¢ e ¢', facilimente demonstraveis por calculo
direto, que sdo as seguintes: ¢ + 1 = ¢p? e (—¢') + 1 = (—¢')2.

Inomi "M
V5 )-

Teorema: 9,,x, = (sgn(n —m))

Demonstracao:

Primeiramente, vamos expressar a formula de recorréncia da definicdo das
diferencas de Fibonacci em notagdo matricial. Para isto, comegamos deduzindo, por
inducdo por exemplo, uma expressao generalizada para as sequéncias

dox,, = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, ...)

0,x, = (1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, ...)
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d;x, = (2,—-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597 ...).
No entanto, procuramos uma expressdo ainda em termos da sequéncia original,
isto €, a sequéncia d,x,. Intuitivamente, nota-se que as diferencas quando o indice do
termo € maior do que ou igual ao indice da ordem, reproduzem a sequéncia de Fibonacci
deslocada em m termos. Quando o indice da ordem € maior, temos, a sequéncia de
Fibonacci “invertida”, alternando o sinal.
Por inducdo matematica, pode-se mostrar que:

In+1-m|
OmXni1 = (Sgn(n +1- )) Xn+1-m dond
neml_ , donde segue que
Oy = (sgn(n —m)) n-m
n—m| OmXn+1
amxn+1] (sgn(n—m)) *n+1-m = (sgn(n+1-m))™** 7™ _ [xn+1 m]
amxn [n— m| OmXn Xn—-m -
-1- n-m
(Sgn(n m)) Xn-m (sgn(n—m))l [
_[ 1] [ *n-m : A , «
Ax = [1 0 .[x It Isto caracteriza um problema de recorréncia, cuja solucdo geral,
n—-1-m
segundo férmulas conhecidas da matematica discreta e equacdes diferenciais, é dada
Omiin = =c, "™ 4, ,™ ™ onde A, e 1, sdo os autovalores da
(sgn(n-m))

matriz A, que representa a dinamica da formula de recorréncia.
Os autovalores da matriz A, neste caso, sdo ¢ e —¢’, € a solugéo da equacéo de

recorréncia é Imin = ¢, "™ 4 ¢, (=)™ ™. Com as condicdes iniciais
(sgn(n-m))
|Tl| n_c_ 4N |Tl—1| ‘I’l—l_ Y n—1
0oXp = (sgn(n)) % e 0ix, = (sgn(n — )) (%), | encontra-se
1 -1 P OmXn [n—m| n-m
L =— € ¢, =—, e obtém-se ———— . Finalmente,
1 V5 2 S (Sgn(n_m))ln m| d) \/_ ( ¢)
pondo em evidéncia % e passando para o lado direito (sgn(n —m)) 7, obtém-se a

[n—m| [n—m]|
férmula esperada, que € 0,,x,, = (sgn(n m))ln ™ ¢ \(/gqb) )-

O ponto central deste trabalho, resumldamente apresentado no paragrafo acima,
foi a determinacao dos coeficientes c; e c¢,. O detalhamento dos calculos é apresentado a
seguir. Considerando o problema de valor inicial, tem-se:

{ ad"+c, (_d")n = 0gXp

-1 n—-1
ad" T+ (=9 =0pxn-1
acima, obtém-se:

"+ "+ (=) + ey (_fl-')’)n_1 = JoXp + OpXpn_1
=" @+ 1D+ (=9 (=¢ + 1) = doxns
= "7 + o (—)" " (-9 = doann

. Somando a primeira e a segunda equacdes

= C1¢n+1 + Cz(_¢,)n+1 = 0pXn41 .
n+1 i\t
’ 1 ¢ - (_¢ )
= @™+ o (—¢)" =
V5
1 2(— =— ——=\—
V5 B V5
>0 = \/_ ec;=7%.

A determinacdo dos coeficientes na equacdo de recorréncia, apresentada acima,
completa a demonstracdo da férmula apresentada neste trabalho. No entanto, com o
objetivo de conferir numericamente o resultado da pesquisa, foi produzido um pequeno
script no software SCILAB (2013), que calcula diretamente os termos das diferengas de
Fibonacci, através da férmula apresentada. Para que o leitor tenha a oportunidade de
conferir este resultado, este script € apresentado a seguir.
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n=11,
m=6;
signal=1
fi=(1+sqrt(5))/2
fi2=(-1+sqrt(5))/2
if((n-m)>=0)
signal=1
else
signal=(-1)"(abs(n-m))
end
dif=signal*((fi*abs(n-m))-((-fi2)abs(n-m)))/sqrt(5)
disp(dif)

Variando n e m, pode-se obter qualquer termo das diferencas. No caso do
exemplo acima, com n =11 e m = 6, obtém-se resultado 5, que é a diferenga prevista
pela formula aqui demonstrada.

4. CONCLUSAO

Por fim, devido aos resultados utilizados e a demonstracdo apresentada acima,

_ In-m|_,_,nIn-m|
podemos concluir que 9,x, = (Sgn(n_m))m m'(d’ \(/§¢>) ). Portanto, neste

trabalho apresenta-se uma alternativa para a demonstracdo de BORCHARDT; BECK;
KREBS (2012), com uma nova notacdo para as diferencas e utilizando técnicas de
matematica discreta, as quais eliminam a necessidade de separar o problema em varios
casos, como no trabalho precedente, onde a principal técnica utilizada foi a indugéo
matematica de segunda ordem. Adicionalmente, este trabalho também apresenta um
roteiro para verificagdo numérica da formula, utilizando o software Scilab.
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