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1. INTRODUGAO

A LF é intensamente usada para modelagem de sistemas inteligentes, sistemas
de controle e tomada de decis&o, sistemas especialistas e de classificagdo. Neste
sentido, o raciocinio baseado em LF tem sido estudo com respeito a propriedade de
robustez associada aos operadores fuzzy, provendo maior compreensao do
comportamento e confiabilidade destes sistemas.

Este trabalho considera o estudo da robustez de sistemas baseados na logica
fuzzy (LF), com principal objetivo na analise de conectivos fuzzy Xor (eXclusive or).
Em particular, focamos no operador f-Xor EteseNs, obtido pela composicdo da t-
norma produto Tp, t-conorma soma deterministica Sp e negagédo padrao Ns. Nesta
analise, discutimos também construcdo Ns-dual determinada pelo operador f-XNor
Dsr1eNs € @ correspondente implicagao e bi-implicagao.

A robustez pode ser concebida como uma propriedade fundamental dos
sistemas baseados em LF, analisando que a propagacdo de pequenas alteragdes
(indicadas pelo parametro de perturbagao 6 ) nos dados de entrada referentes a um
operador fuzzy n-ario f. U"—U, sendo U=[0,1], ndo acarretam significativas
alteracbes nos dados de saida em uma computacdo. Esta analise, caracterizada
como ¢ -sensibilidade associada aos conectivos fuzzy, esta focada nos pontos
extremos de U, condicionada pela antitonicidade dos conectivos Xor.

Este estudo tedrico agrega a abordagem fuzzy, capaz de modelar a incerteza
referente as variaveis linguisticas em sistemas especialistas com a robustez
caracterizada pela analise de sensibilidade de conectivos fuzzy, os quais definem
composic¢ao das regras de inferéncia nestes sistemas.

Assim, com base nos resultados em LI et al. (2005) quanto a ¢ -sensibilidade
ou sensibilidade ponto a ponto, considera-se o supremo de conjuntos fuzzy no
reticulado (U, <), com a ordem usual < dos reais no intervalo U:

Definicdo1 (J -sensibilidade): Sejam f: U?—=U, & EU e x=(x1, X2),y=(y1, y2)EU?. A
0 -sensibilidade de f no ponto x € definida pela expresséo:
Af(x, o) =sup {|f(x)-f(y)| : |xi—vyi|=o,i€(1,2,...,n) }.

2. METODOLOGIA

Os procedimentos metodoldgicos se referem ao estudo da extensao fuzzy dos
conectivos X(N)or incluindo as correspondentes (co)implicagdes fuzzy, os quais sé&o
definidos a partir de propriedades algébricas brevemente descritas a seguir.

Uma fungédo N: U— U € uma negacgao fuzzy (NF) se:
N1: N(0) =1 e N(1) = 0 (condi¢des de contorno);
N2: Se x =y entdo N(x) < N(y), V x,y €U (antitonicidade).
N é uma negagao fuzzy forte se também verifica a propriedade involutiva:
N3: N(N(x)) = x, Vx,y €U.
A negacéo fuzzy forte de Zadeh é dada por NS(x) = 1 - x, para todo x €U.
Estendendo a conjungado (disjungdo) classica, uma t-(co)norma triangular
T(S):U—U, para todo x,y,z €U, verifica as seguintes propriedades:



T1: T(1,x) = x; S$1: S(0,x) = x;

T2: T(x; y) = T(y; x); S2: S(x; y) = S(y; x);

T3: Se x <z entdo T(x,y) < T(x,2); S3: Se x < z entdo S(x,y) < S(x,z);
T4: T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),2). S4: S(x,S(y,z)) = S(S(X,y),2).

Consideram-se a t-conorma soma probabilistica e t-norma produto, cujas
expressodes algébricas sdo Tp(X,y)=xy e Sp(x,y)=x+y-xy, respectivamente.
A funcdo E(D): U?— U é u conectivo X(N)or fuzzy se, para x,y €U, tem-se:

EO: E(1,1)=E(0,0)=0 e E(1,0)=1; DO: D(1,1)=D(0,0)=1 e D(0,1)=0;

E1: E(x,y)=E(y,x); D1: D(x,y)=D(y,x);

E2: Seys = yoentdo E(O, y1) = E(0, y2); D2: Seys = yp entdo D(0, y1) =D(0, y»);
Sevys = yentdo E(1, y1) = E(1, y2). Seys = yoentdo D(1, y1) = D(1, y2).

Proposicdao 1 (BEDREGAL et al. (2013)) Sejam T, S e N uma t-norma, uma t-
conorma e uma negacao fuzzy, respectivamente. Um conectivo fuzzy f-X(N)or,
indicado por Ersn(Ds,7n):U?— U, para todo x,yE U, é definido pela expressao:
Ersn(X, y) = T(S(x, y).N(T(x, y))); Ds, n(X, Y)=S(T(x, y),N(S(x, y)))-
Segue a instédncia da classe de conectivos f-X(N)or obtida a partir das
expressodes da t-conorma soma probabilistica, t-norma produto e negagao de Zadeh:
Erp spis (X, ¥) = XHY-Xy-X°y-Xy* X%y Dsp Tpng (X, ¥) = 1-x-y+xy+x’y+xy*x*y2.(1)
Um operador de (co)implicagao fuzzy (J):U2—U satisfaz as propriedades:
11.1(0,0)=1(0,1)=1(1,1)=1 e I(1,0)=0 J1.J(0,0)=J(1,0)=J(1,1)=0 e J (0,1)=1.
Uma implicacgéo f-Xor estende a equivaléncia classica: ¢ — f=a® —-(a A /)’). A
sequir, reporta-se a classe de (co)implicagdes obtidas a partir do conectivo f-X(N)or.
Proposicdao 2 (BEDREGAL et al. (2013)) Sejam T(S), N e E(D) uma t-(co)norma,
uma NF e um conectivo Xor(XNor), respectivamente. Uma f-X(N)or (co)implicagao
fuzzy leTN(Jo.sN):U? — U, é dada, para todo x,y €U, pela expressao:
le;T.N(X,Y) =E(X,N(T(x,¥))); Jp,s,N(X,Y)=D(x,N(S(x,y))).
Proposicao 3 (BEDREGAL et al. (2013)) Sejam N uma NF forte, (Sn)Tn e (Dn)En a
N-dual de uma t-(co)norma T(S) e um conectivo fuzzy X(N)or E(D). A fungéo (Jb,s\N)n
(IeTn)n : UP— U é uma f-X(N)or (co)implicacdo, se para todo x,y € U-
(Jo,sN) N (X,y) = IpnsaN (X,Y) (Ie TN) N (X, Y) = JENTNN (X, Y)
Segue a subclasse de (co)implicagdes f-X(N)or considerada na avaliagao da
robustez, obtida para todo x,y €U, por um conectivo f-X(N)or Er,sp,ng (Dsp, 7o:ns) -
lexor(X,Y)=E 15 spng (X, Ns(TP(X,Y))); Jexnor(X,Y)=Dsp, tong (X, Ns(Sp(X,¥)));  (2)
As correspondentes expressdes algébricas destas equagdes acima s&o:
lexor(%,Y)=(1-XxyHXCY)(1-xXY); Jexno (X,Y)=(x-(x-1)7)(y-1) - 1)(y-1)+(x-1)(y-1)-1)+1.

A negacdo de um conectivo X(N)or resulta em uma bi-(co)implicagdo ou
(co)equivaléncia classica. Em BEDREGAL et al. (2013), sejam um X(N)or
E(D):U?— U e uma negacdo N:U— U. Para todo x,yEU, a funcdo Bg,n(Dg,n):U° — U
€ uma bi-(co)implicagao fuzzy, dada por:

Be.n(X,y)=N(E(x,y)); Co.n(X,y)=N(D(x,y)).
Tais conectivos satisfazem as seguintes propriedades, para todo x, y € U:
B0: B(1,1) = B(0,0)=1 e B(1,0)=0; C0: C(1,1) = C(0,0)=0 e C(0,1)=1;

B1: B(x,y) = B(y,x); C1: C(x,y) = C(y,x);



B2:Se y1 < y, entéo B(0, y1) = B(0, y»); C2: Se y1 = y» entédo C(0, y1) = C(0, y2);

Se y1 = y, entdo B(1, y1) < B(1, y2). Se y1 = y2 entdo C(1, y1) 2 C(1, ya2).
Para analise da robustez, consideram-se os conectivos f-X(N)or em (1) e (2):
Erp sps(X,y) = T-Xy+xyHCy+xy*-x°y’; Disps T is(X,Y) = XHy-Xy-X7y-xy*+x°y.

3. RESULTADOS: ANALIDE DA SENSIBILIDADE DOS CONECTIVOS f-XOR

A anadlise da ¢ -sensibilidade de um conectivo f-Xor deste trablho estendo os
resultados resultados apresentados em LI et al. (2005), REISER;BEDREGAL (2012).
Sejam f: U?— U e x=(x,y) EU%. As seguintes notagdes devem ser consideradas:
fx] = f((x-8) v O, (y-8) v 0); f[x] = f((x+8) A 1, (y-9) v 0);
f|x] =f((x-8) v 0, (y+d) A 1); f[x] = f((x+d) A 1, (y+0) A 1).
Proposigido 4 Considere f: U?— U, x=(x,y)EU e § € U.
(i) (LI et al.(2005)) Se f & uma fungdo monotdnica (x=x’, y<y' = f([xy) < fIX\y),
Vxye U?, entdo a ¢ -sensibilidade de f no ponto x é dada por:
Ar(x; 8) = (f(x) - flx]) v (f[x] - f(x))
(i) (LI et al. (2005)) Se f é uma funcdo ordem-reversa (x<y=f(x)=f(y)) entéo a
0 -sensibilidade de f no ponto x & dada por:
Af (x;0) = [f(x) - f(x+0)a1)] v [f((x-0) v 0) - f(x)]
(iii) (REISER;BEDREGAL(2012)) Se N=Ns e f)y a fungdo N-dual de f entdo a
0 -sensibilidade de f no ponto x & dada por:
Ay (x; 6) = Ar((N(x)), 9)
Proposigdo 5 (ZANOTELLI et al.(2013)) Sejam Sp,Tp:U*— U, 6 €U e x=(x,y)EU>.
Entdo, tem-se que:
Asp((0,0),0) = 8(2-0) = Atp((1,1),0); Asp((0,1),0) = 8 = A7p((1,0),9);
Asp((1,1),8) = 8 = A7p((0,0).9); Asp((1,0),8) = & = Ap((0,1),9).

Proposigdo 6 Sejam Sp,Tp:U?— U, f:U°—=U e 6 EU. A ¢ -sensibilidade de Esp1png
€ expressa em fungao J -sensibilidade Spe Tp:

(1) AEsp,Tp,NS(X=5)= Asp(X,0) - A1p(X,0) sempre que x=(0,0);

(ii) AESP,TP,NS(X’6)= Asp(X,0) + Atp(X,0) sempre que x=(1,1).

Na sequéncia, estendem-se os resultados que preservam a dualidade quanto a

analise da d-sensibilidade de conectivos f-Xor. Para reduzir notagédo, consideram-se:

E=Erpspins C=Cosp rpNsNs I=lErs spNs TPoNS

D=Dsp, 75ng B=Ber, spngNs J=JDSP,TP,NS,SP,NS

Teorema 1. Se N € uma negacéo fuzzy padrao, entdo o seguinte é verificado:
AgN(X,0) = AD((N(X)).0); AE((N(x)),0)= Apy((x,0).5);
Aly(%,8) = Ay((N(x)),d); AI((N(X)),8)= Agy(x,0);
ABy(x,0) = Ac((N(x)),9) AB((N(x)),8)= Acy(x,9).

A TABELA 1 resume as avaliagbes dos conectivos f-Xor, incluindo resultados ja
destacados nas proposi¢cdes anteriores. As colunas indicam a perturbagédo no ponto
x=(x,y) € U? e as linhas identificam o conectivo f-X(N)or estudado. Exemplificando,
nos agrupamentos da linha 4 e coluna 1 e da linha 3 e coluna 4, foram considerados
os resultados formalizados no Teorema 1:

JI(0,0)] =0=1-1=1-1[(1,1)]; J1(0,1)] =1-8 =1-1[(0,1)];
JI(1,0)|=1-(1-8+8%) = 1- I[(0,1)]; JL(1,1)|=1-(1-8%+8%)(1-6+8%)= 1- I[(1,1)].



UFPEL

Um procedimento analogo foi aplicado para a construgdo da tabela,
considerando os demais conectivos f-Xor. A construgdo da bi-(co)implicagao B(C)
como a negagao do X(Nor) é preservada na analise da d-sensibilidade, ou seja, nos
extremos de U, tem-se que Agg, 1, ng(X,0)= 1- ABET, 5o ng Ns(X,0)-

Outras discussdes podem ser fundamentadas por novas proposi¢cdes, que
completam esta analise da §-sensibilidade de conectivos f-Xor nas extremidades U.

TABELA 1 §-sensibilidade de conectivos f-Xor nos extremidades U.

1x] [EY) | Ixl [EY

EL0,0}0 EL0, 0=5 E0,0)=5 E[0,07=2 - 6)(5 — &%)
EL0 1E1-4 EL0, 11=1 i E[0, 1 =162 W 25420 E0,17=1 -4
ElLOEI-& ELLOT=1 — (6 - 6702 - 6+ 67) EM,0}=1 EM,0]=1 - &

ELL 12— 65— &) ELl, 1]=5 EM,1]=5 E1,17=0

D10, 0j=1 DL0, 01 - § D[0.0El — & D[0.0E1 — (2 - &) — &)
DL0. 1]=6 DO, 10 D0, 15 — 622 — § + 62) D0, 14

DL1.0|=4 i DLL O(d — 6202 — &+ 6%) DI1.0=0 D[1,0%=4

DLI, 1}=1 = (2 = &)5 —5°) DLL 1Bl -6 Dl 1kl -4 DL 11=1

110, 0J=1 IL0, 07=1 m.oj=1-4_ | M0 -8 #6487
I, 11=1 110, 11=1 ) i 110, 1 =0 =267 W 1= 7—0) | 1[0, 1201 = 6+ 6°)°

L. Oj=d | L 0= )28 26%47) IM.0:=0 M. 0s

I, 1 =0-5da%7)(1-26436%5) | 111, 1101 — 6 + 6202 M,j=1-4 I, 11

JU0, 00 JI0, 0= J00l=1-(1-a+a"P JI0, 01=1- 1-5e46%-57 ) 1-25+35%57)
JI0 11 i J10,11=1 | 0 =0 26266 | 0, 10=1- 6
JLOEHG+6 JU1, 0= 15268 ) 1=is2=5") | J[1,0/=0 J1,07=0

JLL 1 E T 240 ) 1-5+67) JUL, 17=5 Jri.1)=0 Jr17=0

BLO. 01 BLO,0]=1 - & B[0,0)=1 — & B[O, 0]=1+2-6)(5-6")

BLO. 16 BlO. 17=0 BIO, 11=(d — 6* W2 — d + &%) BJO. 17=6

BL1.0ks ) BLL O1=d — 6202 - 6 +8°) B[1.0}=0 B[1.07=5

BLL 1 EIH2-6)(6 - 67) Bl 1=l -4 B[, 1=l —a B[1,17=1

CL0,0j=0 CL0, 0=5 Cl0.0=5 X Cl0.0E=(2 - 5)6— 6°)
Cl0.1)=1 -4 ClL0, 11 CI0. 1 =1+ N 257) ClO.1El -6

Cl1,0=1 -4 ) CL1L 0] — (65— N2 -6+ 62 Cr1,0=1 Cr.0El -6

CLIL =2 - &8s — &) CL1, 15 Cl, 1= CM. 10

4. CONCLUSAO

A principal contribuicdo deste trabalho foi estender a analise da d-sensibilidade
introduzida em (LI et al., 2005) para a classe dos conectivos f-Xor, estabelecendo que a
robustez destes operadores fuzzy é preservada pela construgdo Ns-dual. Os trabalhos
futuros estdo concentrados na robustez dos conectivos da Légica Fuzzy Intuicionista,
de acordo com os resultados ja introduzidos em (REISER;BEDREGAL (2014)), incluindo as
construgdes conjugadas obtidas pela agao de automorfismos.
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